Josef Puncochéai: Exponencialni funkce - 1
jejich "vyuziti" pfi feSeni diferencidlnich rovnic.
Exponencialni funkce - jejich "vyuziti" pri FeSeni diferencialnich rovnic

(Tato doplnkova pomiicka nemiize v Zadném pripadeé nahradit systematickou matematickou
pripravu .)

Vlastnosti exponencialni funkce Ize vyhodn€ pouzit pfi feSeni diferencidlnich rovnic.
Zaméfime se na feSeni linearnich diferencidlnich rovnic 1. a 2. fadu s konstantnimi
koeficienty, které maji zésadni vyznam pfi feSeni linedrnich elektrickych obvodi. Obecné
jsou obvody popséany i diferencidlnimi rovnicemi vysSich fadi, ale to jiz pfedstavuje jen
rozsiteni zakladnich tvah.

Resenti diferencidlnich rovnic 1. iadu (linearnich, s konstantnimi koeficienty)
M¢jme obvodovou funkci ¥ = f(x), kde y muze byt elektricky proud, elektrické napéti,
magneticky tok, .... Obvody 1. fadu jsou potom modelovany nehomogenni rovnici ("'s pravou
stranou", ¥’ =dy/dx)
y'+ay=g(x) (1)

£(x) je "budici" funkce (proud, napéti, ...)
a je konstanta definovana obvodovymi prvky (R, L, C, M, ...).

Vlastnosti samotného obvodu jsou vlastné¢ definovany jiz samotnou homogenni rovnici,
ktera ptislusi k rovnici (1)

y'+ay=0 (2)

(prosté "odstranime" pravou stranu). ReSenim homogenni rovnice je n&jaka funkce V,,
ktera splituje podminku

yitay, =0 (3)

Dale necht’ existuje n¢jaké znamé partikuldrni feSeni Vv, , které vyhovuje rovnici (1) - ta v
sob¢ zahrnuje i situaci "vnucenou" funkci g(x). Plati tedy, ze

Vv, +ay, =g(x) 4)

Snadno ukazeme, Ze potom je celkovym FeSenim rovnice (1) soulet feSeni V=, +y,,
prosté dosadime do (1) a uvdzime platnost (3) a (4):

Wy +y,)+a(y, +y,) =y, +ay, +y, +ay, =0+g(x)
Reseni homogenni diferencidlni rovnice 1. Fddu

Predpokladejme, Ze homogenni rovnici (2) vyhovi néjaka exponencidlni funkce
v, = K -€™ . Pokud ma vyhovovat, musi platit (viz derivace exponencialni funkce):
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y, +ay, = \Ke™ +aKe™ = Ke™ (A +a) =0 (5)
Je zifejmé, ze homogenni rovnice (5) miize byt splnéna jen tehdy, plati-li (charakteristicka

rovnice)
Ata=0=>A=-a (6)

Partikularni i'eSeni diferencidlni rovnice 1. i¥ddu - pro g(x) = G ( konstanta)

V tomto jednoduchém piipadé sta¢i hledat feSeni ve tvaru v, =4 (rovnéz Konstanta,
nejcastéji popisuje stejnosmeérny zdroj proudu nebo napéti). Dosadme 4 do (1), tedy

(A)+ad=G=A=Gla (7)

protoze derivace konstanty je rovna nule. Celkové (obecné) FeSeni je v tomto piipadé
definovano souctem

y=Ke ™ +G/a (8)

Je ztejmé, ze vztah (8) vlastné definuje nekoneéné mnoho podobnych feSeni pro rtizna K.
Musime urcit tuto konstantu pomoci néjakého znamého bodu feseni, nejcastéji pomoci znamé
pocatecni hodnoty (podminky) » o pro x = 0. Potom

y,=Ke ™ +Gla= K=y,-Gla )
Z povahy vztahu (8) je zfejmé, ze pro x — oo vzdy plati v, = Ke ™ +G/a=0+G/a a proto
se feSeni diferencidlnich rovnic 1. fadu s konstantou na pravé stran¢ Casto zapisuje ve tvaru
ly =y -G/a)e™ +Gla=(y,—y. ) +,| (10)

Vzhledem k urcovani konstanty K pfisluSejici feSeni homogenni rovnice se n¢kdy ika, ze
homogenni rovnice popisuje odezvu systému na pocatecni podminky. Partikularni reseni je
"vauceno" funkci g(x).

Partikuldrni FeSeni diferencidalni rovnice 1. iddu - pro g(x) = G, sin(kx + @)

Budici funkci je vhodné upravit do podoby (goniometrické funkce souctu thla):

g(x) =G, (sinkx - cos ¢ + cos kx - sin @) = G, sin kx + G, cos kx
G, =G, cosp; G, =G, sing; G} +G; =G.; G,/Gtgp

Potom ptedpokladejme partikularni feSeni ve tvaru », = Acoskx + Bsinkx  odkud snadno
uréime, ze V), =kA(=sinkx)+kBcoskx  Dosazenim uvedenych vztahit do rovnice (1)
obdrzime po Gpravach relaci

(—kA + aB)sin kx + (kB + aA) cos kx = G, sin kx + G, cos kx

Musi proto platit, ze
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—kA+aB = G,
aA+ kB =G,
Resenim ziskaného souboru dvou rovnic zjistime, ze

aG, — kG kG, +aG
4=2% "%, p=t0ral, (1)
a +k a +k
Celkové (obecné) FeSenti je v tomto piipadé definovano souctem
|y =Ke ™ + Acoskx + Bsinkx = Ke™™ + 7Y, sin(kx + ) (12)

udélame-li substituci 4 =Y, siny; B=Y, cosy  tedy Y, = 4> +B*; tgy = 4/B.

Resenti diferencidlnich rovnic 2. idadu (linearnich, s konstantnimi koeficienty)

Obvody 2. tadu jsou modelovany nehomogenni rovnici ("s pravou stranou",
V'=d?y/dx?)

y'+ay' +ayy=g(x) (13)

£(x) je "budici" funkce (proud, napéti, ...)
a1, ao jsou konstanty definované obvodovymi prvky (R, L, C, M, ...).

Reseni opét rozlozime na feSeni homogenni rovnice

Vitay'+ayy=0 (14)
a nalezeni n¢jakého partikularniho feSeni v, .
Reseni homogenni diferencidlni rovnice 2. ¥ddu

Predpokladejme, Ze homogenni rovnici (14) vyhovi néjaka exponencialni funkce
v, =K-e". Snadno ur¢ime, 7e y,=K-A-e™ =iy y =) =K-1-e" =1y,. Po
dosazeni do (14) a upravach urCime, ze musi platit:

yh-(?»2+a17»+7»a0)=0 (15)

Vztah (15) Ize splnit, nabyva-li charakteristicky polynom 2’ + aL+ La, diferencialni rovnice
druhého fadu nulové hodnoty, tedy je-li spInéna charakteristickd rovnice

M +ak+ra, =0 (16)

V tomto jednoduchém piipad¢ se musi feSit pouze kvadratickd rovnice. Ziskdme dva
koteny
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—a, * |a} —4
P s S (17)

B 2

Homogenni feSeni je tedy popséano linearni kombinaci odpovidajici obéma koteniim:
_ Mx Ayx
v, =K,-e" +K,-e (18)
Partikuldrni i'eSeni diferencidlni rovnice 2. iadu - pro £(x) = G ( konstanta)
V tomto piipadé je nalezeni partikularniho feSeni snadné. Opét piedpokladame, ze v, = 4
, prvni 1 druhd derivace konstanty jsou nulové. Proto po dosazeni do (13) snadno urcime, ze

musi platit
a,A=G=>A=G/a, (19)

Celkové FeSeni nabyva podoby

y=K, - +K, e +Gla, (20)

Pro uréeni dvou konstant potfebujeme znat dvé podminky feSeni. Zname-li v, =¥(x=0) a
prvni derivaci ¥, = »'(x = 0), potom po dosazeni do (20) a derivovaného vztahu (20) uréime,
ze

y, =K, ¢’ +K, " +Gla, =K, +K,+G/a,

yi=KA e + K\, e =KL + KA,

Z téchto udaji jsme jiz schopni ob¢ konstanty urcit.

Jsou-li oba koieny redlné a zdaporné, bude prechodny deéj (pro x — t) aperiodicky, bez
zakmitu.

Je-li koven kvadratické rovnice redlny a dvojny (*1.= ) ma feSeni homogenni rovnice
tvar

y=K, " +K, x-e~ (21)

dalsi postup je stejny.

Pro dvojny kofen zaporné hodnoty se jednd pravé o mez aperiodicity - prechodny déj je
"nejrychlejsi" a jesté bez zakmitii.

Jsou-li koieny komplexné sdruzené typu M, =—o % jB  plati opét vztah (20). Aplikaci
Eulerovych vztahti 1ze dospét k popisu typu

y=e *(S,sinPx+S, cosPx)
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Prechodny déj bude probihat s tlumenymi kmity pri redlné casti korenii (-o. < 0 ) zaporné.

Prechodny déj bude probihat s naristajicimi (netlumenymi) kmity pri realné casti korenii
kladné(-a. > 0).

Kvalitativni zobrazeni uvedenych skutec¢nosti je na obr.1- vzdy pro nulovou pocatecni

podminku.
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Obr.1. Kvalitativni zobrazeni feSeni diferencialnich rovnic pti nulové pocatecni podmince.
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